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概率图模型

• 概率图模型是用图来表示变量概率依赖关系的理论，结合概率论与图论的知识，利用图来表示与模
型有关的变量的联合概率分布。由图灵奖获得者Pearl开发出来。

• 对于一个实际问题，我们希望能够挖掘隐含在数据中的知识。概率图模型构建了这样一幅图，用观
测结点表示观测到的数据，用隐含结点表示潜在的知识，用边来描述知识与数据的相互关系，最后
基于这样的关系图获得一个概率分布，非常“优雅”地解决了问题。

• 从概率论的角度，节点对应于随机变量，边对应于随机变量的依赖或相关关系，其中有向边表示单
向的依赖，无向边表示相互依赖关系。

LDA主题模型



贝叶斯网络
 把某个研究系统中涉及的随机变量，根据是否条件独立绘制在一个有向图中，就形成了贝叶斯网络。

 贝叶斯网络(Bayesian Network),又称为信念网络(belief network)或者有向无环图模型(directed 
acyclic graphical modal, DAG), 是一种概率图模型，根据概率图的拓扑结构，考察一组随机变量
{ �1,  �2,  �3 . . .  ��}及其n组条件概率分布(Conditional Probability Distributions,CPD)的性质。

 一般而言，贝叶斯网络的有向无环图中的结点表示随机变量，可以是可观察的变量、隐变量、未知
参数等。箭头代表此两个随机变量非条件独立，两结点就会产生一个条件概率值。

 每个结点在给定其直接前驱时，条件独立于其非后继。



贝叶斯网络举例



混合(离散+连续)网络

1.孩子结点是连续的

3.孩子结点是离散的，父结点是连续的

2.孩子结点是离散的，父结点是连续的



P(a,b,c) = p(c|ab)p(b|a)p(a)

一个简单的贝叶斯网络 全连接贝叶斯网络

每一对结点之间都有边连接

一个“正常”的贝叶斯网络

• 有些边缺失
• 直观上：

 x1和x2独立
 x6 和x7在x4给定的条件下独立

• x1,x2,...x7的联合分布：
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叶斯网络中3种结构形式： 通过贝叶斯网络判定条件独立

tail-to-tail

head-to-tail

head-to-head

两边都除以P(c)

P(a,b|c) = P(a,b,c)/P(c) = P(a,c)*P(b|c) / P(c) = P(a|c) * P(b|c) 
C是可观测的结点时，是确定一个条件时，a和b是条件独立的；

C未知，a、b被阻断(blocked),a和b是条件独立的；

c未知，a,b不独立

c已知，C是可观测的结点时，是确定一个条件时，a,b是阻断
的。a和b是条件独立的；

c未知，a,b不独立



D-separation: 有向分离

将上述结论推广到结点集





再来分析链式网络



变量消除

在概率图中，求某个变量的边缘分布是常见的问题
• 方法之一就是可以把贝叶斯网络或马尔科夫随机场转换成因子图，然后用消息传递算法sum-product算法求解





因子图

•  wikipedia上是这样定义因子图的：将一个具有多变量的全局函数因子分解，得到几个局
部函数的乘积，以此为基础得到的一个双向图叫做因子图(Factor Graph).在概率论及其应
用中,因子图是一个在贝叶斯推理中得到广泛应用的模型。

利用因子图的sum-product算法求边缘概率分布



理解消息传递

例如， 若干士兵排成一队列， 每个士兵只能与他相邻的士兵交流， 问如何才能使每个士兵都知道总的士兵数？

先验信息P、 外信息E、后验信息A(P+E)



每个士兵同样可以获得其相邻士兵给他的外信息， 同时加上自身的信息然后传递给相邻的士兵

每个士兵节点的信息只需在所有其相邻节点上进行一次前向和后向的计算， 则每个士兵就可知道
总人数。 这样的图有一个共同特点：所有节点构成一棵树， 而树结构中是没有环路的。

如果有环路， 会导致什么结果？



举个例子，现在有一个全局函数，其因式分解方程为：

其中fA,fB,fC,fD,fE为各函数表示变量之间的关系，可以是条件概率也可以是其他关系(如马尔可夫随机场Markov 
Random Fields中的势函数)。

在因子图中，所有顶点不是变量节点就是函数节点，

将前述消息传递算法中的节点构成的图更一般化就得到了因子图。 因子图是一种用于描述多变量函数的“二部图” 
(Bipartite Graph)。
在因子图中存在两类节点： 变量节点和对应的函数节点；变量节点所代表的变量是函数节点的自变量。 
边线表示它们之间的函数关系，同类节点之间没有边直接相连。



因子图是干嘛的？为什么要引入？用途？意义？

事实上，因子图跟贝叶斯网络和马尔可夫随机场（Markov Random Fields）一样，也是是概率图的一
种。



贝叶斯网络(马尔科夫随机场)-->因子图

由上述例子总结出由贝叶斯网络构造因子图的方法：

贝叶斯网络中的一个因子对应因子图中的一个结点
贝叶斯网络中的每一个变量在因子图上对应边或者半
边
结点g和边x相连当且仅当变量x出现在因子g中



Summary-product算法;belief progagation;和积算法 

问题：如何由联合概率分布求边缘概率分布

联合概率：表示两个事件共同发生的概率。A与B的联合概率表示为P(A,B)。
边缘概率:（又称先验概率）是某个事件发生的概率。

边缘概率是这样得到的：在联合概率中，把最终结果中不需要的那些事件合并成其事件的全概率而消失（对离散随
机变量用求和得全概率，对连续随机变量用积分得全概率,这称为边缘化(marginalization)
A的边缘概率表示为P(A)，B的边缘概率表示为P(B)。 

事实上，某个随机变量fk的边缘概率可由x1,x2,x3, ..., xn的联合概率求到，具体公式为：

换言之，如果有



左图表示有5个自变量的函数g的因子图，函数g可以分解成几个“局部函数” 之积的形式，即

















值得一提的是：如果因子图是无环
的，则一定可以准确的求出任意一个
变量的边缘分布，如果是有环的，则
无法用sum-product算法准确求出来
边缘分布。



Sum-Product算法
• 从计算来看， Sum-Product算法是将计算需要的中间过程进行
了保存。如果计算多个概率分布，往往更有效。

• Sum-Product算法有点类似动态规划的思想：将一个概率分布写
成两个因子的乘积，而这两个因子可以继续分解或者通过已知得
到。

*/63



无向环

 选择loopy belief propagation算法

 sum-product
 max-product 



贝叶斯网络用途



 Netica



马尔科夫模型模拟实验：
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